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DESCAR
GEOMET

vuonna 1637. Silloin Descartes oli jo kauan harrasta-

nut matematiikkaa, mutta Geometria oli hinen ensim-
méiinen matemaattinen julkaisunsa, ja se jdi my0s ainoaksi.
Myohemminkin hén vield ratkaisee matemaattisia kysymyk-
sid kirjeenvaihdossaan, mutta pddhuomio keskittyy yha sel-
vemmin filosofiaan; luonnon tutkimus sdilyy mukana
(Principia 1644), mutta se alkaa saada leimansa enemmin
filosofisesta systeemisti. Ja se on vahinko, silld ymmartidk-
seni Descartes oli tieteilijind menestyksekkddmpi kuin
filosofina, ja Geometrian matemaattinen teoria oli hinen
paras saavutuksensa.

Geometria, Optiikka ja Meteorologia ilmestyivit samassa
niteessd kuin kuuluisa Metodin esitys. Niiden on tarkoitus olla
filosofisen perusteoksen liitteitd tai sovellutuksia. Mutta onko
ainakaan Geometrialla mitdédn sisallollistd yhteyttéd filosofi-
seen metodikirjaan? Descartes ei siind viittaa filosofiaan, ei
kdytd mitdédn filosofisia tuloksiaan, ja metodista hédn lausuu
vain eriitd sindnsi terdvid huomautuksia kisitteellisesti
yksinkertaisten ja systemaattisten menetelmien puolesta.
Pinnan alla on kuitenkin ajatuskulkuja, jotka yhdistdvit
Descartesin filosofista ja matemaattista ohjelmaa. Ensinna-
kin hén oli argumentoinut osoittaakseen vanhan alkeislogiikan
riittdmattomyyden, ja Geometriassa hidn nyt antaa konkreet-
tisia esimerkkejd matemaattisista tehtdvistd, jotka vaativat
uudenlaista padttelyd. Tdmin aiheen yksityiskohdat ovat kiis-
tanalaisia, enki yritd nyt késitelld niitd. Toinen ndkokohta on
yleisluontoisempi: Descartes epédilemitti ajatteli matemaatti-
sen suorituksensa kuuluvan osaksi tieteellistd maailmanku-
vaa, osaksi rationaalista kokonaisndkemysti, joka mahdollis-
taa todellisuuden luotettavan kuvaamisen vihilld premisseilld.

Jos Descartesin ihanteena siis olikin mahdollisimman laaja
yleistys, vastaansanomaton ilmeisyys ja tdsmillinen de-
monstraatio, ja vaikka hinen tyylinsé jdlleen on eleganttia,
hinen Geometriansa on varsin vaivalloinen lukea. Siihen vai-
kuttaa, ettd teksti on erittdin tiivistd: 120 sivulla késitellddn
aivan erilaisia probleemoita ja tuodaan mukaan nopeassa
tahdissa yhi uusia keksintojé. Useissa kohdissa Descartes vain
mainitsee tulokset ja sivuuttaa todistukset viittauksella; toisi-
naan hin sivuuttaa tuloksetkin sanoen vain, ettid ne ovat edel-
listen kanssa analogisia. Herkullinen on hénen omahyvéi-
syytensd: “Tédssd muuten olen jdttdnyt pois useimmat todis-
tukset, koska ne niyttivit niin helpoilta, ettd kunhan
vaivaudutte tutkimaan niitd jarjestelmillisesti ne 10ytyvét
itsestddn; ja on hyoddyllisempédéd oppia ne silld lailla kuin
lukemalla.”
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Kerran hin kirjoittaa Mersennelle: “Kaikki korjaus-
ehdotukset ovat koskeneet vain selventdmisti lukijoiden avuk-
si, mutta ne ovat yleensi olleet niin hiijyji ettd aivan inhotta-
vat minua.”

Jonkinlainen luettavuus pelastuu, koska Descartes kdyttdd
tehokasta symboliikkaa. (Se ei ole triviaali asia — kuten voi
oivaltaa, jos ajattelee, millaista olisi matematiikan tekeminen
ilman symboliikkaa.) Hédn puhuttelee geometristen
konstruktioittensa olioita johdonmukaisesti kirjainsymboleilla;
aritmeettisia toimituksia hén tiivistd uusilla merkinnoilldén.
Potenssien eksponentit ja juurimerkit ovat peréisin Descarte-

sin Geometriasta. Mutta kaikkein kauaskantoisin symbolii-
kan saavutus on jirjestelmillinen vakioiden ja variaabelien
erottelu. Descartes merkitsee vakioita, “annettuja”, kirjaimin
a, b, c,... ja muuttujia X, y, z,..., aivan kuten nykyisessikin
matematiikassa merkitdin, ja sitéd paitsi hén oli tdysin selvilld
siitd mitd muuttujat ovat. Tédssd hédn péaasee pitemmaille kuin
edeltdjansd. Matemaattisessa tehtidvissd eri muuttujilla on
madritty keskindinen riippuvuus; yksinkertaisimmassa tapa-
uksessa suureen x tiettyd arvoa, jokaista sen mahdollisista ar-
voista, vastaa myods muuttujan y tietty arvo. Nykyisin timi
ilmaistaan sanomalla, ettd y on x:n funktio, y = f(x). Descar-
tes ei vield kdyti titd puhetapaa, mutta itse asian hén on 10y-
tdnyt. Funktionaalinen tarkastelu antaa matemaattisille tilan-
teille ratkaisevasti syvillisemmain siséllon. (Luonnollisesti sitd
oli aiemminkin implisiittisesti sovellettu, mutta ei tehty
variaabelitekniikalla selviksi.)

escartesin esitys on suppea, mutta se sopii tavallaan

yhteen hénen tavoitteensa kanssa. Hin nimittdin sa-

noo ja myos kédytdnnosséd osoittaa, ettd hdn haluaa
redusoida probleemoita pieneen miirdin perusprobleemoita
ja alkeellisia operaatioita, joita oikein kombinoimalla voitai-
siin johtaa edistyneemmit tulokset. Hdn oli tyytymiton sii-
hen, ettd jokainen klassisen geometrian teoreema piti todistaa
erikseen ja uudella vaivann#dolld. Pyrkiessdin korvaamaan
probleemat yksinkertaisemmilla hén otti ratkaisevan askelen,
joka merkitsee analyyttisen geometrian syntyi: Kreikkalai-
sissa geometrisissa konstruktioissa tdytyy lisitd ja vihentdd
janoja, kertoa niité (suorakaiteiksi), jakaa niitd ja ottaa nelio-
juuria. Descartes toteaa, ettd jos jollekin janalle valitaan
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yksikkopituus 1, jolloin kaikki pituudet saavat mittaluvun,
ndmé operaatiot voidaan suorittaa yhtd hyvin aritmeettisesti,
pituuksien mittaluvuilla. Vaikka siis konstruktio Descartesin
mielestd tapahtuu geometrisilla olioilla, kaikki laskut voidaan
tehdi aritmeettisesti, koska janoilla on numeeriset arvot. Ja
tdméd helpottaa asiaa suuresti. Probleemien ratkaisemiseksi
tdytyy vain laskutoimituksilla osoittaa, ettd erddt luvut taytta-
vit asianmukaisia ehtoja.

Funktionaalinen ote johtaa koordinaatistoihin, silld kayrit,
joita Descartesin geometria kisittelee, voidaan tulkita
funktioiden kuvaajiksi koordinaatistossa. Tasossa jokaisella
pisteelld on kaksi koordinaattia X ja y, ja kdyrdn S kaikilla
pisteilld nami koordinaatit tdyttdvit jonkin ehdon. Termi
“karteesinen koordinaatisto” on tullut tutuksi, mutta itse asi-
assa Descartes ei vaatinut ettd koordinaatisto olisi
suorakulmainen, eikd hdn myoskéén keksinyt sitd ensimmdi-
send. Fermat oli jo kdyttinyt koordinaattiesitysti, ja Fermat
ja Descartes toisistaan riippumatta selittdvit, ettd kdyrit
geometrisessa koordinaatistossa ovat funktioiden kuvaajia.
Descartes etenee paittelemélld myds toisin pédin, ettd
algebrallinen lauseke voi olla kdyrdn yhtdlo ja ettd yhtdlod
muuttamalla saadaan aikaan sadnnollisid geometrisia muutok-
sia. Descartes olisi kelpuuttanut geometrian piiriin vain sel-
laiset kayrit, joiden yhtdld on, kuten nykyisin sanottaisiin,
algebrallinen, so. muodostettavissa kertomalla ja summaamal-
la muuttujien potensseja. Leibniz oli tdssd jo vapaamielisem-
pi, ja todellisuudessa Descartes itsekin tutki myds ei-algeb-
rallisia kdyrid. (Ja algebrallistenkin kdyrien luokka on paljon
laajempi kuin kreikkalaisen geometrian kéyrien.)

eometriaan mahtuu ratkaistaviksi vain vdhéin konk-

reettisia geometrisia esimerkkeji, jotka on niin ollen

valittu edustavasti. Lahtokohtana ovat selvisti
myo6hiisantiikin suurten geometrikkojen (Pappos, Apollonios,
Diofantos) sdilyneet teokset. Mutta Descartes tekee selviksi,
ettd hin aikoo sekd yleisyydessd ettd ratkaisuvoimassa sel-
visti ylittad kreikkalaiset, ja niinpd hén ratkaiseekin muuta-
man entisille metodeille ylivoimaisen probleeman. Ei liene
syytd ryhtyi tissd selostamaan mitdén Descartesin esimerk-
kid, joiden joukossa on nykyisenkin mittapuun mukaan
vaativia tehtidvid. Sen sijaan sanon jotain yleisestd menettely-
tavasta, jota hdn probleemoissaan noudattaa.

Hién kisittelee geometrisia probleemoitaan konstruktio-
tehtdvina: tiettyjen oletusten miéritteleméssa kuviossa on 16y-
dettivi vaatimukset tdyttdva jana tai piste. Yksinkertaisimmat
tehtidvit Geometrian 1 kirjassa ratkeavat suoralla laskulla ja
antavat tuloksen, joka ei riipu tuntemattomasta. Mutta
tyypillisempi on mahdollisuus, ettd kysytty y saa eri arvoja
jonkin tuntemattoman x eri arvoilla. Tdlloin “tdytyy aluksi
olettaa, ettd ratkaisu on jo saatu”, toisin sanoen, ettd
konstruoitava jana on jo kuviossa paikallaan, ja sitten tulee
geometristen suhteiden perusteella pditelld, mitd voidaan sa-
noa tdmin janan pituudesta y. Kuvion eri osia vertailemalla
voidaan 10ytdd useita ehtoja, joita suureiden y,x,z,a,b.c,...
pitdisi keskenddn tdyttdd. Niitd ehtoja algebrallisesti
sieventamalld ja kisittelemilld voidaan pédstd tilanteeseen,

jossa yhdelle tuntemattomalle saadaan kaksi lauseketta. Kir-
joittamalla niiden vilille yhtdlo, on yksi tuntemattomista saa-
tu eliminoiduksi. Jos niitd yhtdloitd 10ytyy yhtd paljon kuin
on tuntemattomia, ratkaisu on yksikésitteinen; jos yksi vihem-
min, ratkaisussa on yksi vapaa muuttuja; ja niin edespéin. Hin
jatkaa havainnoilla tirkeiden yhtidloiden asteluvusta, kdyrien
leikkauspisteistd, ja monesta muusta seurauksesta. Mutta
riittdkdon huomautus, etti itse perusargumentaatio on paitsi
erittdin tehokas my®os filosofisesti kiinnostava.

Hyvin tdrkeitd ovat Descartesin tulokset kdyrien
luokittelusta eri tyyppeihin kompleksisuuden mukaan niin, ettd
geometrisen konstruktiotavan ja yhtdlon asteen yhteys ilme-
nee. Hin antaa myos sddnnon kidyrdn normaaleille ja
tangenteille. Ohimennen hén vihjaa mahdollisuuteen, etti ana-
lyyttinen geometria soveltuisi kolmiulotteiseen avaruuteen.
Siind hidn siis ennakoi mydhempidd kehitystd, mutta
epdillessddn, ettei kdyrédn viivan pituudesta voi mielekkaisti
puhua, hin on vastakkain myohemmin integraalilaskennan
kanssa. Geometrian 111 kirja sisdltdad vield materiaalia, joka ei
ndytd lainkaan geometriselta, nimittdin teoriaa niiden
yhtéloiden kisittelystd, joita probleemoissa syntyy. Descar-
tes osoittaa huomattavaa teknisti virtuositeettia nayttdessadn,
kuinka monimutkaisia yhtiloitd voidaan jdrjestelmallisesti
palauttaa yksinkertaisempaa muotoon vaihtamalla muuttujia
ja ottamalla tekijoitd. Hdnelld on metodi polynomin
rationaalijuurten loytdmiseksi ja kohtalaisen selvd késitys
yhtdlon positiivisista, negatiivisista ja imaginaarisista
juurista.

IImeisesti Descartes suhtautui matematiikkaan kuten
taiteisiinkin melko lailla hyodyn kannalta. Hdn on innokas
korostamaan matematiikan sovellettavuutta, sen arvoa luon-
non tutkimuksessa. Niinpd Geometriassa on pitkd jakso
optiikasta, jossa hén johtaa yhtélot sellaisten linssien muodolle,
jotka taittavat valoa vaaditulla tavalla. Muualla hdn my6s
muistaa korostaa, ettd fysiikan systeemi kdyttdd matematiik-
kaa. (Tosin hin ei itse tehnyt tdllaista matematisoitua systee-
mii, ja hdnen fysiikkansa kvantitatiiviset tulokset ovat tidysin
vadria.)

Descartesin pddhuomio Geometriassa oli konstruktio-
tehtdvissd. Hin teki nimenomaan geometriaa ja suoritti
konstruktioita, joissa hinelld oli ennenniikeméttomén tehokas
viline, keksiminsi algebrallinen tekniikka, joka tekee analyyt-
tisen geometrian mahdolliseksi. Myohempi aika on vaihtanut
nikokulmaa: konstruktiotehtdviat ovat endd sovellutus,
pddasia on analyyttinen esitystapa, jolla koko geometria
voidaan esittdd systemaattisesti, abstraktisti ja havainnosta
riippumatta. (Tdssd mielessd Husserlin ajatus eurooppalaisen
tieteen kartesiolaisesta taustasta sopii ehkd paremmin
seuraajiin kuin Descartesiin itseensd.) Descartesin tekstin
vaikeus haittasi hinen teoriansa tunnetuksi tulemista — usei-
ta kommentaareja ja selitysteoksia julkaistiin — ja ennen
pitkdd ajattelutapa oli toisenlainen kuin hénelld. Mutta néin
kehittynyt analyyttinen geometria oli 1700- ja 1800-luvun
klassisessa matematiikassa kulmakivi, jota kiytettiin lihes
kaikilla aloilla.

Analyyttinen geometria lienee menettinyt asemiaan mate-
matiikan alkeisopetuksessa. Siksi tdytyy korostaa sen merki-
tysti filosofin peruskoulutuksessa. Alkid kisittiké minua
viadrin! En tarkoita, ettd se antaisi erityisen suvereenin kyvyn
sotkeutua filosofisiin kysymyksiin. Tarkoitan vain, ettd se
kuuluu alkeelliseen yleissivistykseen. Ja epidilemitti se on
korvaamattoman tdrked René Descartesin ajattelun ymmarta-
miseksi.
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